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Streszczenie

W pracy przedstawiono model analityczno-numeryczny 
oraz analizę zjawisk cieplnych, przemian fazowych i zja-
wisk mechanicznych towarzyszących spawaniu techniką 
laserową smukłych elementów płaskich. Do rozwiązania 
zagadnienia przewodzenia ciepła zastosowano metodę 
funkcji Greena. Model szacowania udziału faz oraz ich ki-
netyki oparto na wykresie spawalniczym ciągłego chłodze-
nia (CTPc-S). Udziały faz metalurgicznych powstających 
podczas ciągłego nagrzewania i chłodzenia (austenit, perlit 
lub bainit) wyznaczano równaniem Johnsona-Mehla i Avra-
miego. Do wyznaczania tworzącego się martenzytu wyko-
rzystano zmodyfikowane równanie Koistinena i Marburgera.  
Naprężenia i odkształcenia wyznaczono z rozwiązania me-
todą elementów skończonych równań równowagi w formie 
prędkościowej. Uwzględniono odkształcenia cieplne, struk-
turalne, plastyczne oraz odkształcenia indukowane prze-
mianami fazowymi. Do wyznaczania odkształceń plastycz-
nych zastosowano warunek plastyczności Hubera-Misesa  
ze wzmocnieniem izotropowym, natomiast odkształcenia 
plastyczne indukowane przemianami fazowymi obliczano for-
mułą Leblonda. Dokonano analizy składu fazowego i naprężeń 
towarzyszących spawaniu doczołowemu elementów wykona-
nych z niskowęglowej spawalnej stali (S235). Analizę prze-
prowadzono dla dwóch wersji spawania: pojedynczą wiązką 
laserową oraz podwójnymi wiązkami, z których jedna została 
użyta do podgrzewania wstępnego, a druga do spawania. 
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Abstract

In the paper an analytical-numerical model and the anal-
ysis of thermal phenomena, phase transformations and 
mechanical phenomena occur in laser welding of thin flat 
bars were presented. To solve the heat transfer equation, 
the method of Green’s function was used. To calculate the 
phase fractions and their kinetics the model based on the 
analysis of the continuous cooling diagram for the welding 
(CCT) is used. Phase fractions which occur during the con-
tinuous heating and cooling (austenite, pearlite or bainite) 
are described by Johnson-Mehl-Avrami (JMA) formula. To 
determine the formed martensite the modified Koistinen-
Marburger (KM) equation is used. The stress and strain are 
determined by the solution of the equilibrium equations in 
the rate form using finite element method. In the model the 
thermal, structural, plastic strains and induced plasticity 
are taken into account. To calculate the plastic strains the 
Huber-Mises plasticity condition with isotropic hardening 
is used. Whereas to determine transformations induced 
plasticity the modified Leblond model is applied. The anal-
ysis of the phase content and stress state which occur 
during the butt welding of elements made of low carbon 
steel (S235) were performed. The calculations were car-
ried out for the two cases of welding: a single laser beam  
and a double laser beam, where first was a preheating 
source and the second the main welding source.

 

Keywords:  laser welding; phase transformations; thermal 
and mechanical phenomena

Wstęp

Spawanie laserowe jest obecnie bardzo często stoso-
waną technologią. Brak jest jednak kompleksowych modeli 
numerycznych pozwalających na wiarygodną ocenę zjawisk 
towarzyszących takiemu spawaniu. Duże prędkości spawa-
nia oraz specyficzny kształt spoiny, jako charakterystyczne 
cechy spawania laserowego, są przyczynami występowania 
zjawisk niespotykanych w konwencjonalnych metodach 
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spawania, bowiem spawanie laserowe prowadzone jest 
źródłami ciepła o dużych mocach. W otoczeniu tych źródeł 
występuje wysoka temperatura oraz znaczne jej gradien-
ty [1÷6]. Temperatura i przemiany fazowe w elementach 
spawanych są przyczyną generowania się znaczących od-
kształceń cieplnych i strukturalnych, a w konsekwencji na-
prężeń chwilowych i własnych [1,3,7].
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Większość prac poświęcona technologiom spawania la-
serowego skupia się na parametrach spawania oraz danych 
doświadczalnych, a istniejące modele numeryczne doty-
czą wybranych zjawisk takich jak: pola temperatury, strefa 
przetopienia oraz strefa wpływu ciepła [4÷6]. Wprawdzie 
w pracach [1,4,7] zaproponowano modele zjawisk mecha-
nicznych spawania laserowego, ale nie uwzględniono w nich 
odkształceń indukowanych przemianami fazowymi.

Ocena wpływu zmian strukturalnych na odkształcenia 
i generujące się naprężenia w materiale spawanym mają 
duże znaczenie technologiczne. Naprężenia determinują 
własności mechaniczne i wytrzymałość złącza spawane-
go. Ocena taka jest możliwa dopiero wówczas, gdy istnieją 
informacje o przemianach fazowych występujących w da-
nym cyklu cieplnym, a tym samym o uzyskiwanej strukturze  
w spoinie i strefie wpływu ciepła. Modele numeryczne prze-
mian fazowych i naprężeń umożliwiają uniknięcie kosztow-
nych badań w uzyskiwaniu danych do optymalnego prowa-
dzenia spawania techniką laserową.

Model zjawisk cieplnych

W modelowaniu zjawisk cieplnych wykorzystano równa-
nie przewodnictwa z członem konwekcyjnym [2÷4]: 

   (1)

gdzie:
T=T(x,t) – temperatura [K]; 
a – współczynnik wyrównywania temperatury [m2/s]; 
C – właściwa pojemność cieplna [J/(m3K)]; 
Q – człon objętościowych źródeł ciepła, w którym uwzględ-
nia się ciepło pochodzące od wiązki laserowej [W/m3]; 
v – wektor prędkości przesuwu wiązki [m/s]; 
x – wektor położenia rozważanej cząstki (punktu) [m]; 
t – czas [s].

Równanie (1) rozwiązano metodą zaproponowaną 
w pracy [2], polegającą na wykorzystaniu superpozycji funk-
cji Greena. Rozwiązanie to dotyczy geometrii i układu źródeł 
przedstawionych na rysunku 1.

Temperaturę w ustalonym punkcie determinują dwa źró-
dła: jedno o rozkładzie Gaussowskim działające w odległości 
x’=–d od drugiego, liniowego o ustalonym zagłębieniu (hz). 
Zakłada się, że ustalony rozkład temperatury, w rozważanym  

Rys. 1. Schemat rozważanej geometrii i położenie źródeł
Fig.  1. The scheme of the considered geometry and position 
of the sources

obszarze, istnieje dla czasu t, a układ współrzędnych {x’,y’,z’} 
porusza się względem układu {x,y,z} z prędkością v=v(u,0,0).

   (2)

       ,     (3)
 

gdzie: 
P1 i P2 – moce pochodzące od wiązek laserowych, 
R – współczynnik odbicia, 
β – współczynnik absorpcji.

Po wykorzystaniu funkcji Greena i dodaniu warunku po-
czątkowego (T0) jest:

   (4)

Całkowanie (4) po współrzędnych przestrzennych z uwz- 
ględnieniem (2) i (3) daje półanalityczne rozwiązanie rów-
nania (1). W postaci jawnej rozwiązanie to przedstawiono  
w pracy [2]. Wymaga ono numerycznego całkowania po cza-
sie. Całkowanie to przeprowadzano metodą trapezów.

Przemiany fazowe w stanie stałym

Model kinetyki przemian fazowych w stanie stałym opar-
to na spawalniczym wykresie chłodzenia ciągłego (CTPc-S) 
dla stali S235, zbudowanego dla szybkości chłodzenia w za-
kresie temperatur 800/500 °C [4,7,8].

Udział austenitu powstającego w procesie nagrzewa-
nia wyznaczano korzystając z formuły Avramiego [1,9,10]. 
Udziały faz powstałych z austenitu w procesie chłodzenia 
są determinowane temperaturą i szybkością chłodzenia 
w przedziale temperatury T8/5. Udział nowej fazy, takiej jak 
bainit, ferryt czy perlit wyznaczano również wzorem sto-
sowanym do przemian dyfuzyjnych (formułą Avramiego) 
uwzględniając w nim istniejące już udziały wcześniej po-
wstałych faz, natomiast udział martenzytu wyznaczano  
ze wzoru Koistinena-Marburgera, tzn.:

   
(5)

gdzie:

       – maksymalny udział fazy dla ustalonej szybkości chło-
dzenia ocenionej na bazie wykresu CTPc-S, 
b(ts,tf) i n(ts,tf) – współczynniki wyznaczane z (5) z założe-
niem, że początkowy udział fazy to: ηs(ts)=0,01, a maksymal-
na wartość udziału to: ηf(tf)=0,99,
ηA – udział powstałego austenitu w procesie nagrzewania 
(austenityzowania), 
m – stała oszacowana eksperymentalnie. Dla rozważanej 
stali stała m=10, ustalona została dla temperatury początku 
przemiany martenzytycznej Ms=410 °C oraz temperatury za-
kończenia tej przemiany Mf=220 °C [6,8].

nagrzewanie

~
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Odkształcenia izotropowe od temperatury i przemian fazo-
wych (odkształcenia strukturalne) wyznaczane są równaniem:

   (6)

gdzie: 
i = A, B, F, M, P; 
αi=αi(T) – współczynniki termicznej rozszerzalności austeni-
tu, bainitu, ferrytu, martenzytu i perlitu;
εi

Ph=εi
Ph(T) – izotropowe odkształcenia od przemian fazo-

wych: struktury wyjściowej w austenit, austenitu w bainit, 
ferryt, martenzyt bądź w perlit; 
sign(.) – funkcja znaku.

Współczynniki rozszerzalności termicznej oraz izotro-
powe odkształcenia strukturalne przyjęto na podstawie 
badań przeprowadzonych na symulatorze cykli cieplnych 
oraz testowych symulacji odkształceń z wykorzystaniem (6)  
dla różnych szybkości chłodzenia rozważanej stali [3,4].

Zjawiska mechaniczne

Informacje o naprężeniach towarzyszących spawaniu 
uzyskano, rozwiązując równania równowagi w formie pręd-
kościowej, uzupełnione związkami konstytutywnymi oraz od-
powiednimi warunkami początkowymi i brzegowymi [9÷11]. 

    ,     (7)

 (8)

gdzie: 
σ=σ(σσβ) – tensor naprężenia, 
E – tensor stałych materiałowych, 
εe – tensor odkształceń sprężystych (εe=ε-εp-εTPh-εtp), 
ε – tensor odkształceń całkowitych, 
εp – tensor odkształceń plastycznych, 
εTPh – izotropowy tensor odkształceń cieplnych i od prze-
mian fazowych (εTPh=εT+εPh), 
εtp – tensor odkształceń indukowanych przemianami 
fazowymi, 
Tsol – temperatura solidusu.

Moduł Younga i moduł styczny uzależniono od tempe-
ratury natomiast granicę plastyczności, od temperatury  
i składu fazowego. Do wyznaczania odkształceń plastycz-
nych wykorzystano prawo nieizotermicznego plastycznego 
płynięcia z warunkiem plastyczności Hubera-Misesa [9÷11]: 

   (9)
gdzie: 
f – funkcja plastycznego płynięcia,
σef – naprężenie efektywne,
Y=Y0(T, Σηk)+YH(T, εp

ef) – naprężenie uplastyczniające dla ma-
teriału o składzie fazowym Σηk w temperaturze T oraz upla-
stycznieniu efektywnym (εp

ef), 
Y0=Y0(T, Σηk) – granica plastyczności, 
YH – nadwyżka wynikającą ze wzmocnienia materiału.

Odkształcenia indukowane przemianami fazowymi wy-
znaczano formułą Leblonda [12,13]:

   (10)

gdzie:
S – dewiator tensora naprężenia (S=σ–Iσαα/3),
εph

1k – odkształcenia strukturalne przy przejściu z fazy wyj-
ściowej (austenitu „1”) na k-tą fazę, 
Y1 – naprężenie uplastyczniające fazy wyjściowej (miękkiej, 
tzn. austenitu).

Ze względu na przyjętą geometrię obiektu do symulacji 
zjawisk mechanicznych związki konstytutywne przyjęto  
dla zmodyfikowanego płaskiego stanu odkształcenia speł-
niając uwarunkowania całkowe [3,11]:

      ,                   ,     (11)

gdzie:
N – wypadkowa siła normalna działającą w przekroju
(prostopadłym do osi x=x1, rys. 1), pochodzącą od uwarun-
kowań brzegowych (w przypadkach uwarunkowań zapew-
niających zewnętrzną statyczną wyznaczalność jest ona 
równa zeru (N=0) i w symulacji numerycznej dokonano ta-
kiego założenia (por. 112)).

W modelu zjawisk mechanicznych założono, że w do-
wolnie wybranej warstwie o różniczkowej grubości δx=δx(x) 
(rys. 1), ze względu na symetrię obciążenia cieplnego  
i od przemian fazowych, odkształcenia całkowite na kie-
runku prostopadłym do przekroju poprzecznego są różne  
od zera (niezależne od współrzędnych x i y, εx(x,y)=const≠0). 
Odkształcenia te obliczano z równania całkowego (112) 
po podstawieniu związku konstytutywnego na σ11. Nieste-
ty, taka modyfikacja modelu płaskiego stanu odkształcenia 
(ε11≠0) wymusza prowadzenia dodatkowego procesu itera-
cyjnego w każdej zmianie obciążenia [8].

Zagadnienie termosprężysto-plastyczności rozwiązano 
metodą elementów skończonych (zadanie 2D dla każdej 
warstwy o grubości δx), a w iteracji szacowania odkształ-
ceń plastycznych wykorzystano zmodyfikowany algorytm  
Newtona-Raphsona [10,11].

Przykłady obliczeń

Przeprowadzono symulację spawania laserowego  
ze wstępnym podgrzaniem i bez- wyznaczając pola tem-
peratury, udziały fazowe i naprężenia w elemencie prosto-
padłościennym o wymiarach 120 x 20 x 4 mm, spawanym 
wiązką laserową (rys. 1). Współczynniki odbicia (R) i absorp-
cji (β) przyjęto równe 0,3 i 150 odpowiednio (zalecane w pra-
cy [2]). Średnice wiązek były równe 6 i 1,5 mm odpowiednio. 
Źródła ciepła o mocach: P1=1,25, P2=1,6 kW przesuwały się 
z prędkością 36 m/godz. (1 cm/s) i były oddalone od siebie 
o d=6 mm (rys. 1). W przypadku symulacji bez podgrzewania 
moc źródła była równa 2,0 kW. Założono, że element wyko-
nany jest z niskowęglowej stali spawalnej (S235), dla której: 
a=7,0x10-6 m2/s, C=5,0x106 J/(m3K). Temperatura początko-
wa była równa T0=300 K, a temperatury solidus i likwidus: 
TSol=1650 i TLik=1750 K.

Uzyskane rozkłady temperatury stanu ustalonego  
(w przekroju wzdłużnym obszaru kontrolnego) przedsta-
wiono na rysunku 2. Dla przyjętych warunków nagrzewa-
nia (moce i prędkość spawania) uzyskano porównywalny 
poziom maksymalnych temperatur (~3000 K, rys. 2). Poza 
obszarem obliczeń (120 x 20 x 4 mm) przedłużono obiekt 
do 250 mm o wyjściowym przekroju poprzecznym. W części 
przedłużonej, pole temperatury (od 120 do 250 mm) aprok-
symowano liniowo do 300 K (rys. 2b), tzn. do zadanej tem-
peratury początkowej, aby uzyskane z symulacji naprężenia 
były naprężeniami własnymi. 

Na wszystkich zamieszczonych rysunkach współrzędne 
przestrzenne odniesione są do przyjętej parametryzacji roz-
ważanej geometrii (por. rys. 1).

Uzyskane udziały faz, ze wstępnym podgrzewaniem i bez -, 
(na przekroju poprzecznym) przedstawiono na rysunkach 
5, 6 i 7. Rozkłady udziałów faz obcięto do 5 mm, aby lepiej 
przedstawić uzyskane wyniki w spoinie i otoczeniu strefy 
wpływu ciepła. 
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Rys. 2. Rozkłady temperatury, w płaszczyźnie działania wiązek laserowych, na powierzchniach: górnej (z=0), w połowie grubości (z=-2) 
i dolnej (z=-4 mm), a) z podgrzewaniem, b) bez podgrzewania
Fig. 2. The distribution of the temperature in the plane of laser beam, on the surfaces: upper (z=0), in half of the thickness (z=-2) and lower 
(z=-4 mm), a) with preheating, b) without preheating

Rys. 3. Pola temperatury na powierzchni górnej (z=0 mm) płaskownika, a) z podgrzewaniem, b) bez podgrzewania. Zaznaczone izolinie 
temperatur to: 1700 K, Ac3 i Ac1 
Fig. 3. The temperature fields on the upper surface (z=0 mm) of the flat bar, a) with preheating, b) without preheating. The marked tempera-
ture isolates are: 1700 K, Ac3 i Ac1 

Rys. 4. Rozkłady (mapy) temperatury na przekroju poprzecznym, w płaszczyźnie maksymalnych szerokości przetopienia, a) ze wstępnym 
podgrzewaniem, b) bez wstępnego podgrzewania. Zaznaczone izolinie temperatur to: likwidus, solidus, Ac3 i Ac1 
Fig.  4. The distribution of temperature in the cross section of the plane of the maximum width of fuzion zone, a) with preheating, 
b) without preheating. The marked temperature isolates are: liquidus, solidus, Ac3 i Ac1 
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Rys. 5. Rozkłady udziału faz metalurgicznych na przekroju poprzecznym (przy powierzchni górnej (z=0) i powierzchni dolnej (z=-4 mm) 
(rys. 1)), a) ze wstępnym podgrzewaniem, b) bez wstępnego podgrzewania
Fig. 5. The distribution of phase fractions in the cross sections (upper (z=0) and lower surfaces (z=-4 mm) (Fig. 1)), a) with preheating, b) 
without preheating

Rys. 6. Rozkłady (mapy) bainitu, a) ze wstępnym podgrzewaniem, b) bez wstępnego podgrzewania
Fig. 6. The distributions (maps) of bainite, a) with preheating, b) without preheating

Rys. 7. Rozkłady (mapy) martenzytu, a) ze wstępnym podgrzewaniem, b) bez wstępnego podgrzewania
Fig. 7. The distributions (maps) of martensite, a) with preheating, b) without preheating
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Rys. 8. Wykresy przyjętych funkcji aproksymujących E(T), Et(T) i Y0(T, ηk)
Fig. 8. The diagrams of the assumed approximation functions E(T), Et(T) 
i Y0(T, ηk)

Rys.  9. Rozkłady (wykresy) na przekroju poprzecznym naprężeń po spawaniu (na połowie grubości płaskownika (z=-2 mm), (rys. 1)), 
a) z podgrzewaniem, b) bez podgrzewania
Fig. 9. The distributions of stresses in the cross section after the welding (in half of the thickness (z=-2 mm), (Fig. 1)), a) with preheating, 
b) without preheating

Rys. 10. Rozkłady (mapy) naprężeń osiowych (σx) na przekroju poprzecznym, a) z podgrzewaniem, b) bez podgrzewania
Fig. 10. The distributions (maps) of axial stresses (σx) in the cross sections, a) with preheating, b) without preheating

W symulacji zjawisk mechanicznych moduły Younga  
i styczny były równe: E(T0)=2,05x105, E(Ts)=10 MPa 
(Et(T)=0,05•E(T)). Granice plastyczności (Y0(T0,ηк)) przy-
jęto równe: 150, 500, 230, 1100 i 230 MPa odpowiednio  
dla austenitu, bainitu, ferrytu, martenzytu i perlitu, nato-
miast, Y0(TSol,ηк)=5 MPa. Wielkości te ustalono na podstawie 
danych w pracach [7,9]. W przedziale temperatury  
[T0,(TSol+TLik)/2] moduły Younga i styczny oraz granice 
plastyczności aproksymowano sklejanymi funkcjami kwa-
dratowymi (stycznymi dla temperatury 900 K, rys. 8).

Rozkłady (wykresy i mapy) naprężeń własnych uzyskane 
po spawaniu, ze wstępnym podgrzewaniem i bez -, przedsta-
wiono na kolejnych rysunkach. 

Po analizie wyników (rys. 9), rozkłady (mapy) naprężeń 
obcięto do 7 mm, aby czytelniej przedstawić wyniki w oto-
czeniu strefy wpływu ciepła.
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Rys. 11. Rozkłady (mapy) naprężeń poprzecznych (σz) na przekroju poprzecznym, a) z podgrzewaniem, b) bez podgrzewania
Fig. 11. The distributions (maps) of transverse stresses (σz) in the cross sections, a) with preheating, b) without preheating

Rys. 12. Rozkłady (mapy) naprężeń stycznych (σyz) na przekroju poprzecznym, a) z podgrzewaniem, b) bez podgrzewania
Fig. 12. The distributions (maps) of tangential stresses (σyz) in the cross sections, a) with preheating, b) without preheating

Podsumowanie

Spawanie laserowe ze wstępnym podgrzewaniem jest korzystniejsze w porównaniu do spawania bez podgrzewania już z punktu 
widzenia uzyskiwanej struktury w spoinie i strefie wpływu ciepła, ale strefa przetopienia jest szersza w przypadku stosowania podgrze-
wania wstępnego (rys. 3 i rys. 4). Stosując podgrzewanie, w strukturze spoiny jest mniej martenzytu w porównaniu do ilości martenzytu 
po spawaniu bez podgrzewania (rys. 5÷7), co jest korzystne z punktu widzenia możliwości wystąpienia pęknięć w strefie wpływu ciepła.

Analizując uzyskane wyniki dotyczące rozkładów naprężeń (rys. 9÷12) zauważa się niezbyt korzystny ich rozkład w strefie wpływu 
ciepła. Dotyczy to zarówno naprężeń osiowych (σx), jak i stycznych (σyz). Naprężenia rozciągające (σx) występują na całej wysoko-
ści (grubości) płaskownika (rys. 10). Może to być powodem pojawiania się pęknięć na granicy spoiny i materiału rodzimego (rys. 9).  
Bez podgrzewania ma miejsce wyższy poziom naprężeń stycznych (rys. 12), które również mogą przyczynić się do pojawiania się pęk-
nięć, w tym przypadku, pęknięć wewnętrznych. Nieznacznie wyższy jest poziom uzyskanych naprężeń poprzecznych (σz) w przypadku 
stosowania podgrzewania (rys. 11). Wiąże się to chyba z większą strefą przetopienia. Na ogół, stosowanie podgrzewania przyczynia 
się do obniżenia naprężeń spawalniczych, ale różnice w poziomie uzyskanych w przykładach naprężeń nie są tak znaczące, jakich się 
spodziewano przy zadanych parametrach spawania. Mamy tutaj na myśli dodatkowe koszty związane z podgrzewaniem wstępnym.
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